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Wir folgem also hieraus, dafls alle geocentrischen Orte des Planeten sich
auf irgend einer krummen Oberfliche befinden. Wollte man also, als
Hypothese, blofs die Glexchungen (1) aus 4, statt jener (II) zur Bestxmmung
der geocentrischen Orte der Planeten gebrauchen, d. h., wollte man eine epi-
c)k]ische Bewegung der wirklich Statt findenden, von dcr Erde aus gesehenen
Bewegung des Planeten substituiren, so zeigen die vorhergehenden Betrachtun-
gen, dafs eine solche Annahme unmdéglich bestehen kinnte.

Die scheinbare Bewcgung der Sonne aber liefse sich allenfalls durch eine
epicyklische Bewegung ersetzen, denn geocentrisch bewegt sich die Sonne in
einer Ellipse, und die Gleichung (a) aus 5 zeigt, dals, unter der dort angefiihr-.
ten Bedingung, eine epicyklische Bewegung eine Ellipse hervorbringen kann.

~ Diese Gleichung (a) aus 5 ist aber unter der Bedingnifs gefunden worden,
wenn die Epicykeln in verschiedenen Ebenen liegen. Die Annahme der Alten
aber, wie bereits erwihnt wurde, war, dals alle Epicykel sich in einer und der-
selben Ebene befinden, und diese Annahme giebt, wie es ans Gleichung () in 5
erhellt, einen Kreis; es konnte mithin die Hypothese der Alten nicht einmal dazu
gebraucht werden, um sich die scheinbare Bewegung der Sonne zu erkliren.

27.

Ueber Gauls neue Methode, die Werthe der Integrale
niherungsweise zu finden,

(Yon Herrn Prof. Dr. C. G. J. Jacoli.)

i.

Iu den Principiis von Newton liest man eine Methode, wie man durch einc
Anzahl gegebener Puncte eine parabolische Curve legen kénne. Diese Aufgal)c
cerscheint analytisch als Interpolationsproblem, aus mehreren Gliedern einer
Reihe das allgemeine zu finden. Es ist der bekanntere Fall, wenn die Intervallen
der Ordinaten der gegebenen Puncte gleich grofs sind, oder analytisch ausge-
driickt, wenn die Werthe des rethenden Elements, fiir welche auch die Werthe
der entsprechenden Glieder der Reihe gegeben sind, eine arithmetische Progres-
sion bilden. Aber der clegante, mit Unrecht weniger gekannte, Algorithmus, den
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Newton giebt, erstreckt sich schon auf den allgemeineren Fall, wenn jene Inter-
vallen der Ordinaten der gegebenen Puncte, oder jene Werthe des reihenden
Elements irgend beliebige sind.. Newton hat hiervon eine Anwendung auf die
Quadraturen gemacht. Durch mehrere Puncte der zu quadrirenden Curve, fiir
welche die Ordinaten berechnet worden sind, legt er die parabolische Curve, und
deren Quadratur zwischen denselben Grenzen, zwischen denen die gegebene'
Curve quadrirt werden sollte, giebt einen Niherungswerth.

Newton hat von jenem Interpolationsproblem und seiner Anwendung auf
die Quadraturen ferner in einem Tractitchen gehandelt, welches Methodus Dif-
ferentialis betitelt ist, und zuerst der Amsterdamer *) Ausgabe seiner Principia,
v. J. 1723, nebst anderen Abhandlungen angehiingt gefunden wird. Hier rathet
er unter andern, zum Behuf der leichteren Berechnung der Integrale, fiir jede
Zahl der berechneten Ordinaten, deren Intervalle er gleich grofs annimmt, Tafeln
anzufertigen, von denen er auch selbst einen Anfang giebt, welchen hernach
Roger Cotes in seiner harmonia mensurarum fortgesetzt hat.

Aber Gauls hat in den Géttinger Commentarien gezeigt, dals man durch
schickliche Wahl der Abscissen, fiir welche die Ordinaten berechnet werden,
den Grad der Niherung auf das Doppelte treiben kann; und da solche Bestim-
mung unabhingig von der Natur der zu quadrirenden Curve geschieht, so ist
es moglich, auch nach der so vervollkommneten Methode Tafeln zu verfertigen,
von denen auch Gauls eine Probe gegeben hat. Gauls gelangt zu seinen
Resultaten auf dem VWege einer schwierigen Induction, die durch die sogenannte
Kistnersche Methode, wenn etwas fiir die Zahl n gilt, es auch fiir die Zahl
n + 1 zu erweisen, zur Allgemeinheit erhoben werden kann. Es ist also noch
ein directer Beweis zu wiinschen. Die grofse Einfachheit und Eleganz der
Gaulsischen Resultate, lilst einen einfachen VWeg vermuthen. Auf einem sol-
chen einfachen und directen VWege zu jenen Resultaten zu gelangen, mit denen
Gaufs die Wissenschaft bereichert hat, ist der Zweck dieser Abhandlung.

2. R ~

Es sey das Integral fyda zwischen den Grenzen =0 und =1 zu

nehmen. Andere Grenzen werden leicht auf diese -zuriickgefithrt.  Es seyen

*) Von dieser Ausgaba ist die Cunosmt zu. etzahlen dafs sie auf Kosten des benihm-
ten Phllologen Richard Béntley ver:mstaltet worden ist, der in seinen englnschen und latei-
nischen Predigten oft die Principia seines genauen Freundes Newton anpries, als ein Bollwerk
gegen die Irreligiositit, und eine Offenbarung der Grifse Gottes.
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ferner die Werthe von x, fiir welche y bekannt ist, a, a”, a’%, ...... , a™, so
dafs, wenn man y = f(x) setzt, die entsprechenden VWerthe von y werden:
S, f@), f(a“),...... » (™). Man bilde das Product (z — o). (x — a*)
(x—a')...... (# — a™), und nenne es ¢ (), so hat man, wenn y = f(a)
cine ganze rationale Function vom (n — 1)** Grade ist,. durch Zerﬁlllung in
Partialbriiche:

S@) __ f() NACH] Sy /(aw)
P @) ¢ (@) @—a) " FaN@—a") ' @ @—a") ¢ (@) (@ —a®)’
do (@)

wo wir mit @’(a™) den Werth von ¢’(x) =" T fir # = a'™, bezeichnen.

Vermittelst dieser Formel findet man, durch Multip]ication mit ¢z, sogleich y
aus den speciellen Werthen fir s = o/, x =a”, a=a", ...... 2= o
Uebersteigt aber y den (n — 1)'*" Grad, so giebt der Ausdruck zur rechten Seite
des Gleichheitszeichens, welchen wir G nennen wollen, nur den ichten Bruch,

der in dem unichten L ( ; steckt; so dals, wenn f{x) z. B. vom (n-p)"" Grade

ist, und man Sf(@) = U +V.p(x) hat wo U hichstens vom (n—!)"“ ¥ vom

p'™ Grade ist, G = Z:) ‘;E:; 7@ ) 4+ V =G+ 7. Entwickelt man G und \
U

den Bruch L) nach den absteigenden Potenzen von x, so enthilt G = ——
¢ (@) "¢ (x)

die negativen, 7 die positiven Potenzen von x, die sich in der Entwickelung

von ?4((-% befinden. Setzt man daher f(z) =

a4 ad'r4a"z" 4 .... 4+ aV3" 4 a2 4, 4 "V + u. s W,
1 .A‘ A" A A (n +1)
und ‘P( D peery — -+ ;_;;;;'l" e +.....

so findet man V' =
a® A 4+ ot (A + A+ a1 (A2 + A'x+ A 4. .....
+a® N (A2 A i+ A u s W

. 3.

Newton's Niherungsmethode besteht darin: statt y = f(#) die Function
U= G . 9(x) zu substituiren. Der Fehler oder die Differenz der Integrale der
gegebenen und substituirten Function wird dann A =

Jydz— fUds=[(@) Vda. .

Es wird jetzt die Aufgabe gestellt, die Grofsen o/, a”, @, ...... , o,
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so zu bestimmen, dals der Fehler A moglichst gering, oder dic Niherung. mig-
lichst genau werde. In den Fillen, wo die Niherungsmethode mit Gliick ange-
wendet wecden soll; miissen die Coéfficienten der fiir y gesetzten Reihe rasch
abnehmen. Je mehr daher von den ersten Coéfficienten dieser Reihe, welche
die hauptsichlichsten,sind, in-dem Ausdruck fiir den Fehler A verschwinden,
desto kleiner wird er im Allgemeinen, und desto grifser die Niherung. Da nun
schon, was auch die Grifsen, o/, a”, o/, ..... ., a™ waren, im -Ausdrucke
fira=fo(x).Vdax, wie aus dem fiir 7~ gefundenen Ausdrucke erhellt, die
Coéfficienten a, @', @/, ...... , ™" nicht mehr vorkommen, so wollen wir,
venmttelst schicklicher Bestimmung jener Grifsen, auch noch die mit a™, g,
creeney a®~", behafteten Glieder verschwinden machen; wodurch ein doppel-
ter Grad der Niherung erreicht wird. Es wird dieses immer miglich seyn, da
die Zahl der willkiirlichen Grifsen und der zu erfiillenden Bedingungen dieselbe
ist. Man sieht sogleich aus dem fiir #~ gefundenen Ausdruck, dafs hierzu eine
solche Bestimmung von ¢ () erfordert wird, dals die Integrale:
So@)dz, [xp(x)dax, fr g(x)dz, ......, f:v“"qa(x)da:,

zwischen den Grenzen x == 0 und & == 1, zwischen denen das Integral [y da
genommen werden soll, verschwinden.  Diese Bestimmung ist jetzt die Aufgabe.

4.
Es lifst sich durch eine bekannte Reductionsformel das Integral /"¢ (x) dx
auf die vielfachen Integrale von ¢ («) zuriickfiibren. Man hat nemlich allgemein :
Suvdx =ufedx — fdufedx,
Sdufedx =dufvdx b—jd'u'/’ada‘
S&uSfvdx ==d’uf’vdx, "—'fll uj’c*da',

----------------------------------

Ja&ufedx = d"‘uj“‘"'vdx - /'d"'“u_/“*‘o(l:v,
wo man jede Formel aus der vorhergehenden erhilt, m‘dem\lma‘n g—; sga{t 2, und

[edax statt o setzt. Hieraus folgt sogleich: . _
jucdx.-ufvdx--duf‘oda:+d’uf'vda'-— ..... (—1)"‘d"‘u_/"‘+’ulx
+ (— 1)"*'_/(1"*'uj""+’w1a‘

Setzt man u = a™, ¢ = ¢ («), so erhilt man hieraus: ' o

S p(x)dx = a"‘fq)(w)dx—-mw‘"“f'q)(x)dx Hm(m—1) 'v"‘"’f’sp(a da®
—_—. (=) m(m—=1)(==2).c.... 4 [Fp(x)da*.

Gicbt man dem m nach emander die Weﬂhe 0,4,2,3,...... y n—1, so

erhilt man: = : I

[p(a)dx
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So@)dz =[o@da,

Jxp@)dr = ofp(@)dx = [F¢(x)da",

Jatp(x)dw = xftp(w)da: — 22/l 9(®)d" 4+ Y rp(@)da’,

[ g(x) d’x—— “"fcp (dr) (1.1,\-(71—1)3!“]'@ (x)da:‘-l»(n——.’l)(n—-?)x“‘f/“q) (x)dx

--( 1)t (= 1)(n-—-2’) ...... 1_/"(;)(1:)(1:1: B

Diese Forincln sind bekannt. Man" sicht aus ihnen, dafs’ wenn jq) (x)dx

frgp(x)dz, [z° p(@)d, . ceedy fd:' ‘q)(x)dx, Zwischén gewxsseu Grenzen>

verschwinden sollen, zwischen' densélben Grenzén' auch fo(z)dx, f' g (x)da”,

[Lo@da’, ...... . /"9 (x)da" verschwinden miissen, und umgekehrt. '
5.

Unsere Aufgabe ist also jetzt darauf zuruckgefuhrt die Function ¢(x) so
ru bestimmen, daIs ihr 4', 2, 3", ..... ., , Integra] zwischen den’ Grenzen
=0 und 2 =1, verscthden d: h., wenn man’ die aufexnanderfo]genden
Integrale bis zum 2™ 'so behﬂmmt dafs | 81e fur x=0 verschwmden 50 sollen
si¢ aach fir'2 =1 vex‘«éhw’mden ’ '

Man setzé Sig(@)da* ='n(z), die aufeinander folgendeén Integrale so Be-
stimmt, dals ]edes fir # = 0 verschwindet, so kann man jetzt die Aufgabe.
so ausdriicken, eine Function n(x) zu ﬁnden die fir =0 und fiir » = 1,
zugleich mit:ihrem-1'", 2", 3% ..... ., (n — 3)"“ Differentiale verschwindet.
Dieses erheischt, dals dle Functlon n(x) die Factoren 2® und (z — 1)" habe,
und umgekehrt, )ede Functlon, die den Factor a*(z — 0 hat, erfiillt die ver-
langten’ ﬁedmgungen, Es muls daher gesetzt werden n(z) = a"(x — 1)"M.
Da nua ¢(z) =3 (v — a’) (a's-a") (x-— 2 IR (# — a®), also eitie ganze
rationale Function von der n' Ordnuug ist, so ist ,n(a:) = /"¢ (x)daz" eine ganze
ratlonale Flmctlon von Jer 2n"‘ Ordnung, woraus folgt dals M fiir unsern Fall

eine Constante ist. Auf diese Weué‘ erhilt mag q: (2) = Md'a ;f:; — -
P ) N ot (21 S
T ‘+1 2. 2n(2n— )x' 1.2.3. 2n(2n-—1)(2'n--2) )
4 - ,-; w - mr=D(n—=2)...... 0
+ ------ ( 1) 2”(2""‘1) (zn_z) ....... (n+i)’
1

wo M-— 7 @n 1) @m0y, (V‘ + 7 ¢ geselzt worden ist.”

Die Wurzeln der Gleichung ¢ () = 0, fixr ¢(zx) den eben gefundenen
Ausdruck gesetzt, geben dann die Grifsen o/, a”, a’/,......, a™, so bestimmt,

I : 39
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dafs der Grad der Niherung der miglichst grifste sei. . Da aus der Lehre von
den Gleichungen bekannt ist, dafs wenn die VWurzeln einer Gleichung n(z) = 0

alle reel sind, auch alle Waurzeln einer Gleichung - —-—E—(—-z = 0 reel sind, und

zwischen den VYurzeln jener, Gleichung liegen, so fo]vt hieraus, da die VWurzeln
der Glelchung n(.x) =0, oder der Gleuhung " (,v — 1)" =0 alle reel sind,
und zwar n von 1hnen =0, dle aqderen =1, dafs auch die. Wurzeln der.
Gleichung q)(x) =0, oder dle Gro[sen al, o sy am alle reel sind,
und 7w1schen 0 und 1 hegen wie es auch Gau[s in den berec}melcu Beispielen
gefunden hat —; :

6.

Jurdz = ufvdx — duf"vdx + dzuj bda: —_ (~—1)"‘d"‘uj‘“+'vdr
(-— 1)'“""’/(1"‘*' _/"""'vdm, \ .

setze man m == n — 1 U= 77, =gz, so erhuh .man, da die n ersten Inte-

grale von.¢ = @& zwischen den Grenzen @ = 0 und x =1 verschwmden, und

n o a:“(r—-i)“ st
['9(@) d= 2n(2n — 1) Ceeae (n + 1) . |
-— =1 o o 2V
a=[fy@)Fdo= 2rn(2n—1)2n—2)... (n+ l)fx (:,v T‘“—‘-"—“

welches Integral zwxschen den Grenzen o = 0 und x = 1.zu nebmen ast.
Man sel/e 1erner in der angefuhrten Formel u= t"‘"", und es verschmnde.

du du 'du d"u

tfurx::l sown‘d auch Uy 5=y 52 da:s’ iredey dw”" f(n'x—.l ver-:

schwinden. Es s seyen femer die Integralefvdx, f mlx [ eda’, j"""vdw‘“*”

so genommen, dafs sxe msgcsammt fur r=0 verschwmden so verschwmden

ufedz, duf* vdw, ufoday ... i dmuf od2, 2wischen den Grenzen

=0 und x =1 Man erhilt demnach, zwischen den Grenzen =0 und =/,
- Juedz =ft4 oda = (— 1) j,pwﬂ' j"“*“o(lx

Setzt man ]etzt t=1—a, l-—f m=n-—1, o=2a" Tl erhilt man,

-d
zwischen den Grenzen x = 0 und o = 1:

n

L F

j(i-—:r)“ “d‘i“p_:-_i 2.3..... nfj“x *——-,I/Trdx"“‘“—i 2, 3....nj"+' “(l"de
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Man erhilt auf diese YWeise:

1.2.3...... n
+t,n
2n(2n—1)...... (n+1)-/h atd"Vdax,

wo die auf cinander folgenden Integrale so zu'nehmen sind, dals sie fir » = 0

A=

verschwinden, und, nach beendigter Integratioh, x = 1 zu setzen ist. Unter die-
ser Form ist.der Fehler A am leichtesten zu berechnen. '

T
W C—

7.
Vermige des (§ r’) ﬁndet man ll“ ;:=
¢ a(a-1)(n-2)......04
+a® (4 1)n (a=1) ... 24's +n (n=1)(n-2)... A47)
+a®(@+2) @t 1)n...... 345" +(n+1)n(n-1> 245 4 n(n=1)(n-2)... um)
+a<‘“+“’((n+3)(n+2)(n+1) AAS +n+2) (nr iy, BAvist +(,.+1),,(,, 1y....24 2
ARmaA)ym-2)...... 11’)

u s w.

Hieraus ergiebt sich A = , '
(tn) ¢ (en41) (ﬂ+1) 7

a '4ta (2 s A’+A’ +

e (at+1)? (n+2)% 1 ‘(n4 1) ‘ ‘
AT 2.(2n+2)(2n+3)A gayz 4 t4Y)+

(n+1)* (n+2)* (n43)* A ) @)
2.3.(2n42)(2n+3)(3n14)". " 1.2.(2n42)(2n+3)

* -‘-,-.-...“(" +1)" A & A")

iU Sy We i

-

1z ,92%.32,,
(n+1)” (n+2)* ver (2”)2(27'1-1) a(m{-t)(i

Diese ersten Glxeder des F chlers . A konnen zur Correctur dienen.  Die Gxofscn
A’ A", A", A'* u. s. w bnlden eme wnederkehrende Rexhe, da sie aus: der

Fnthclehmg dcs Bruchs (J’) = ..

B A
n B’ = !(“—1)£ '..“" -f “"(""1)’ n~2)’ 0 ) -)(m=-3
) on(en-1). 32n(2n(.1)(°n Tyt te “)" n 2).

2n(2n—1)(2n—2) (1a+t)
cntstanden smd welche, wir (§ 2) . e NP v
AI All A’/' A!'
:r-_l; + u+l +:vn+l+‘éu+3+u &W

gesetzt hatten.  Sie werden durch die Gleichungen gefunden:
39°*
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1= A’
2

— /____ "

0=4 2n A, | o

— .t f(n— 1) L lfﬂ_ Aﬂl ,
°‘A122n(2n—1) ,A + ERTIR o

o, P n—=1) (n—2) R (”"" 1)° m" v
0=4 1.2.3. 2u(2n-—-1)(2n-—2) 1 2 2n(2n-—-1)+A 2n —A
u. 5. w.

Diese Resultate stimmen genau mit den von Gauls gefundenen iiberein., —

28. T

3

Die unbestlmmt schemende;n .Weuthe einiger Funct;onen
o zu finden.

(Von Metm "Louis Qlivier.)

oo R
i

i \ enn p und q bchebxgc Funcuonen vomx smd unﬂ es ist:
| e ?% : '
§0 1st der W crth \on z, walcher wernin p und q fiir; 1rgend einen Werth von

& beide gugle}ch verschwmden unbestimmt zu seyn s¢heint, bekanntlich gleich

g—g, sofern die Differentiale nicht unendlich, und mcht etwa ebenfalls Null sind.

Man kann den Faﬂ Wenn p unJ 9 fur 1rgend emen Werth wn q: bexde
zugleich unen dlick 'ind, in | welchem Falle der Werth von z ebenfalls unbe-

stimmt zu seyn scheint, auf den vongen bnngen Es ist nemhch B = £ -4-' und

in diesem Bryche. sm;l - und bexde zuglelch Null, wepn P und- g betde m-

g

g]exch unendlxch smd Der Werth von z ist a.[so = d (47) d ( ) ' ?;(l :

( ) p ._._'i das hexfst es .stg = -;-——q wenn p und ¢ beide 7uglexch
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